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STALK ELASTIC STRAIN MODELING APPLYING MATHEMATICAL APPROACH
Summary

The paper presents mathematical model of stalkielagain. The author executed the calculationglaktic strain for sin-
gle stalk and layer of stalks. The plant stalk srgsction was treated as a thin-walled slightlyved ring. On the ring the
concentrated force was applied. That force imitaetion of a blade. The calculation of strain \@ck was based on Cas-
tigliano theorem. There were presented two casesatit cutting according to energetic methodslasétic strain calculat-
ing. One of them presents elastic behavior of thgle stalk under concentrated load and the secmmel behavior of the
layer of stalks. In both cases there were calcdateflections of the rings. After favorable empirérification, the results
of the calculation may be useful in the analysistalk material cutting effects.

PROBA MODELOWANIA MATEMATY,CZ[\IEGO ODKSZTALCE N SPREZYSTYCH
ZDZBEL
Streszczenie

W artykule przedstawiono modele opigg odksztatcenia sptystezdzbet. Dokonano obliczeodksztalcg sprezystych po-
jedynczegddzbta oraz warstwydzbetl. Przekropgdzbta przedstawiono jako cienkmenny piefcieri stabo zakrzywiony, do
ktérego przyteono sik skupior. Odksztatcenie pigcienia obliczono na podstawie twierdzenia Castighiastosujc me-
tode energetyczsn Wykazanoze w przypadku przgtego modelu, wzajemne oddziatywafdébet, wptywa zasadniczo na
wartas¢ odksztatcenia sptystego. Wyniki badasymulacyjnych na opracowanym modelu matematycamyga po pozy-
tywnej weryfikacji déwiadczalnej tworzi elementy teorii niezioinej do analizy zjawisk zachae@ych na etapie etia ma-
teriatow Zdzbtowych.

1. Wprowadzenie 2. Model matematyczny odksztatce sprezystych poje-
dynczegozdzbta oraz warstwy zdzbet

Z zagadnieniem odksztaltesprzystych zdzbet mamy
do czynienia przede wszystkim podczas ictiei za po-
moa zespotéw tacych typu naycowego, obiegowego lub
rotacyjnego. Wymienione zespolyate wystpuja w wy-
branych konstrukcjach maszyn rolniczych, tj. w kosach,
sieczkarniach oraz kombajnach zbawrych

Proces cicia materiatu rélinnego jest procesem bardzo
skomplikowanym bez wzgllu na fakt, czy procesowicgi
cia podlegaj pojedynczezdzbtla, czy te ich warstwa.

W procesie egicia raslin zdzbtowych, na skutek oddzia-
tywania naa nazdzbto, dochodzi do powstania odksztal-
cen sprzystych, plastycznych a naphie niszcacych —
zwiagzanych z dzieleniem materiatu pod dziataniem sit ze
wnetrznych przekraczagych opor spdéjni miedzycz-
steczkowej [1, 2, 3, 4,5, 7, 9].

Bardzo istota przeszkod w rozwijaniu analitycznych
metod badania procesiecia, realizowanego przez zespoty
tnace jest budowa materiatu stimnego. Jest ona nie tylko
bardzo zlgona i trudna do przedstawienia za pomana- r =

2.1. Przyjete zatazenia na etapie modelowania

Podejmujc proke modelowania matematycznego od-
ksztatcé sprzystych zdzbet bazowano na zasadzie obli-
czania odksztal@e pretdw zakrzywionych w oparciu o
twierdzenie Castigliana, przyjnug nastpujace zatgenia
[6, 8]:

1. Zdzblo traktowane jest jako ciato quasi—sztywne, a pro
cesy zachodge podczas ecia polegag wylacznie na za-
mianie energii kinetycznej w eneg¢gi sprzysto—
plastycznych odksztaldédokalnych;

2. Nazdzbto dziala sitaP od kravedzi tmcej naza oraz
reakcjaR od kravedzi przeciwtacej;

3. Pojedynczezdzbto traktowane jest jako pi@ien o
sztywnaci EJ;

4. Wielkas¢ r jest promieniem krzywizny warstwy olabj
nej (rys.1) obliczonym ze wzoru:

nych modeli reologicznych, ale ponadto ulega zneiami r
czasie rozwoju osobniczego. W literaturze, trudnale¢ InT
jest model, ktéry w sposéb analityczny ujmowatbyiaty
poszczegolnych odksztaftew procesie @cia materiatu
roslinnego [1, 2, 3, 4, 7]. Szczegdtowa identyfikatégo
zagadnienia ma istotne znaczenie naukowe i utyktam r _ bromig wewrstrzny piekcienia:
aspekcie konstruowania zespotéwaych. w — prorn oL relrzny p ini ’k . . ini
Wobec powyszego celem pracy jest opracowanie mo-5' I?leégen nie jest pgtem silnie zakrzywionym i spetnia
deli matematycznych opisigych odksztalcenia sgryste ~—Z2l€nose I' 2 3hf _ ’ ,
pojedynczegazdzbla oraz warstwyzdzbet pod dziataniem 6. Element diugeri dx dla pktéw prostych zagpiono
sit zewretrznych. elementem dlugei tuku dla petéw zakrzywionych

ds=rd¢g.

gdzie:
h — szerokéc przekroju pieicienia,
r, —promieé zewretrzny piescienia,
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Do obliczenia odksztaléezastosowano metody energe-  Zgodnie z zalenosciami (4) i (5) rownania rownowagi
tyczne, wykorzystuic twierdzenia Castigliana i Menabrei uproszcz sie do nas¢pujacych postaci:

[6, 8]. P
N=—, 6)
2.2. Modelowanie odksztalcenia sgzystego poje- 2
dynczegozdzbta M-Pr+Pr—-M =0. (7
Rozpatrzmy przypadek, w ktérym pojedyncz#zbto Dla utatwienia przyjmujemyN=N, orazM=M,
spoczywa na twardej powierzchni i jest elzoine sif P
(rys. 1). Uklad z rys. 2 mgna zatem uprei¢ i przedstawd,

zgodnie z rys. 3.

Rys. 3. Uktad sit dziatapych na gora czg$¢ piescienia po
uproszczeniu

. . ) Fig. 3. Simplification of force system and ring apmunit
Rys. 1. Przekroj pojedynczegdzbta obcizonego si P interaction

Fig.1. Single stalk cross-section weight down Vigtlce P

L . N . _ Jak wid&@ z réwnania (7), momerdl pozostaje wielko-
_Piexcien pod wptywem sityP i reakcji podt@a R znaj- ¢, statycznie niewyznaczainMozna go wyznacay przy
duje st w rownowadze. W celu wyznaczenia st weve-  ;agi050waniu ,zasady najmniejszej pracy Menabrei: o

nych rozcinamy pigcien wzdtuz osi poziomejx na dwie sywanej wzorem (6, 8):
symetryczne cgci. Odrzucamy dolp cze$¢ piescienia,
aw miejscach przegiia zakladamy momenty goe Mp v
i Mg, sity normalneN, i Nz oraz sity poprzeczné&, i Tg ~—~ =0. (8)
(rys. 2). oM

Zgodnie ze wzorem (8) pochodnaastkowa energii
sprzystej uktadu wzgldem reakcji statycznie niewyzna-
czalnej jest rbwna zeru. W opisanym na rys. 3 uktadit i
momentéw, stosaf zasad symetrii wzgédem osiy dla
jednejcéwiartki piesscienia otrzymamy wzor:

ov 1
- > - =

My dg =0 9
—9:dg=0.
< M ] @ 9

M
9 am

O =Y

L ) L We wzorze (9My oznacza moment goy, ktory wy-

Rys. 2. Ukiad sit dzialapych na gora cz:s¢ piercienia stepuje w piekcieniu w funkcji kita @ . Po obliczeniu catki
Fig. 2. Force system and ring upper unit interactio . . L L

ze wzoru (9) i przyréwnaniu jej do zera znajdziesayka-

na wartcs¢ momentuM. Energia spizysta pochodza od

Dla takiego ukfadu rownania rownowagid wyglada- zginania dla pierwszeéwiartki pierscienia wynosi:

ty nastpujaco:

N,+N;-P=0 , (1) n
2
T,-Tz =0, 2
Ao @y, =———[Mjrdg
Mg-Pr+2N,r-M, =0. 3 2EJ0
Z symetrii wzgédem osix wynika,ze To=01i Tg=0, a z  przy zataeniu,ze sztywné¢ pierscieniaEJ pozostaje stata
symetrii wzgkdem osiy otrzymujemy: na cafej jego diugwmi. Dla catego piecienia ze wzgidu na
Na=Ng oraz M, = Mg, 4), (5) symetrg, energia sprysta lzdzie wynost:
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n oM
2 2 gdzie zgodnie z rownaniem (11) wyra st wzo-
v=av, == [Mirdg. w
Moment gracyow piescieniu, w funkcji kita @ , bedzie oM g r
wyrazat sip wzoremM g =M = Nr(1-cosg), a po a—P=§(COS¢_1)- (15)

uwzgkdnieniu zalénosci (6) otrzymujemy:
Podstawiajc wyrazenie (13) oraz (15) do wzoru (14)

P otrzymamy:
Mg=M—Er(l—cos¢). (1) Y Y n
2
oM 4 fg =V _ v =4IPr(COS¢ —er(cos¢ -1)rdg:
Zgodnie ze wzorem (11) pochodnasikowa =1. oP P EJZ 2 )2

Po podstawieniu wyeania (11) oraz pochodnejgstkowej Po uproszczeniu mamy:

oM n
——— do zalenosci (9) otrzymujemy nasgpujace rowna- 32
_OM f _a_V_46i_PL cos¢—E (cos¢-1)d¢
nie: SToP P EJ n
n 0
2
I|:M - E r(1-cosg )]d¢ =0, czyli Stad ograniczajc sk do obliczenia catki otrzymamy:
5 ,
0 n n
n n n 2 2 ( 1) 2 o, 2 2\,
[R— - — - - + —
2 Br 2 Br 2 E[;(cosgﬁ ”) cos¢ ¢ ‘g(cos /] ”cos¢ cos¢ ﬂ) ¢
M [dg -—-[dg+— [cosgdg =0,
2 2 T o 2
0 0 0 =y sn20-2snd-sng+ 2|2 = ———=.
co po scatkowaniu daje: E¢+an ¢ ;S”W sng n¢ s 4 m
m
Pr Pr . |2 L .
Mg-—¢@+—sing =0. Wobec tego odksztalcenie spyste zdzbta dla sity P
2 2 0 dziatapcej na piefcien (rys. 1) kedzie wynost:
Po uwzgtdnieniu granic catkowania otrzymujemy: fo= Pre(m 2
S —=—. (16)
EJ\4 m
m Prm, Pr .
————+—=0, a po uproszczeniu:
2 22 2
Pr(m 2 _Pr 2
M=—C2-1]-=—|1-=] (12) _ _
2\ 2 T2 Vi3 2.3. Modelowanie odksztatcenia sprystego zdzbta
w warstwie

Znajpc wyrazenie na momenM, réwnanie momentu ) o .
gnacegoM, w piekcieniu po podstawieniu wzoru (12) do Dla warstwy materiatu przyjmujemyge zdzbta oddzia-

zaleznoici (11) przyjmie posta luja miedzy sola i ugiecie poprzecznexdzbet jest réwne
zeru (rys. 4).
Pr 2 Pr Pr 2
M,=—|1-—|-—(1-cosg)= cos¢g—— |.
9 2 ( n) 2 ( 2 2 ( ¢ n)
(13)

Znapc wzOr opisugcy moment gacy mazna obliczy
ugiccie pietcienia pod wptywem sityP korzystajc z
twierdzenia Castigliana. W tym celu obliczamy padtep
czastkowa energii spezystej wzgkdem sityP:

n
2
fSt :a_V=4aVI :i‘[

oP oP EJ 5

oM
Mg —grd¢, (14) Rys. 4. Warstwadzbet obchzonych sitami pionowymP
oP Fig. 4. Stalk layer weight down with vertical fosde
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Do rozwhzania takiego uktadu przyjmujemy model
przedstawiony na rys. 5, gdzie dziata dodatkovatsikta-
nowiaca potove sity Q z rys. 4.

Rys. 5. Uktad sit dziatapych na géra cze$¢ piercienia
utwierdzonego po obu stronach

Fig. 5. Force system and ring upper unit interaotiwhen
ring is immobilized on either sides

Dla uktadu przedstawionego na rys. 5 réwnania rovag
beda przyjmowa nastpujace postaci:

P
N=—, 17
5 17)
M-Pr+Pr—-M =0, (18)
H-H=0. (19)

Z powyzszych rownéa rownowagi uktadu wynikaze
wielkosci H oraz M & statycznie niewyznaczalne. Ze
wzgledu na symete ukladu wzgédem osi pionowey wy-
starczy zaj¢ si¢ jedm ¢wiartka. Moment gacy w przedzia-

y/!
le0<g< B bedzie wyraat sk wzorem:

Mg=M—g(1—cos¢)r+Hrsin¢. (20)

r P . _
= [M —E(l—cos¢)r +Hr sm¢]d¢—0.

(23)

O = |y

Po scatkowaniu zateosci (23) i jej przeksztalceniu
otrzymujemy:

Ny

[M¢—g(¢—sin¢)r - Hr cos¢] =0,

0

codajeM——E E—l r+Hr=0.
2\ 2
Ostatecznie:M =r(E—E—EH) (24)
2 mT

Podstawiajc wyrazenie (24) do (20) mamy:

7 ”H —g(l—cos¢)+Hsin¢).

CO po uproszczeniu daje:

P P 2 )
M,=r|—cos¢g—-——-——H +Hsing|. 25
={Zeosp -2 -2 rang) o

W celu obliczenia sihH stosujemy wzér (22), w ktorym

oM 4 _
=rsing zgodnie ze wzo-

pochodna castkowa
rem (20).

Po podstawieniu wzoru (20) oraz pochodnestzowe]

Zgodnie z twierdzeniem Menabrei najmniejsza erergi g\

uktadu istnieje wowczas, kiedy:

a—V=O oraza—v=0.
oM oH

W zwiazku z tym, otrzymamy nagiujace zalénosci:
m

2
Y
EJ
0

M,

I IM rdg =0

(21)

oraz

1
EJ

M al\/Igrd¢-0 22
g oH -V (22)

O = |y

Po podstawieniu zateosci (20) oraz pochodnej ggtkowej
oM
oM

= 1 do wzoru (21), otrzymamy:
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do wyraenia (22) mamy:
aH wy (22) y
n
IS
EJ
0

P P 2 . . _
[ECOS¢_I_T_I_TH +H sm¢)sm¢d¢—0.

Po uproszczeniu catka przyjmie pdsta

O'—.I\J\:|

P . P 2H _ (2 -
(29n¢cos¢ nsm¢ ”sm¢+Hsm ¢)d¢—0

Korzystajc z ca+ekj sin? ¢dg =

¢ 1.
—=—8n2
2 4 ¢

orazjsin¢COS¢d¢ =%sin2 9.
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otrzymujemy:
L Znapc wartgé sity H spetniajicej warunek— =0
P.o,, P 2H H H . 2 _ oH
4 sn“g+ ;cos¢ + 7COS¢ + E¢ y sn2¢| =0 ona obliczy odksztatcenie spzyste dla przypadku dru-
0 giego. Zgodnie ze wzorem (25) po podstawieniu (28)

Natomiast po podstawieniu granic catkowania: my:
P,HT_P_2H . r 2 4 |
4 4 T T MQ:PE cos¢—71—7—1a+2asm¢ .27
. P P 2
Po uproszczeniu otrzymamy:-—— = H| — ——
4 T4 Zgodnie ze wzorem (20):
4-7
czyli H=P . oM r
m -8 9 = —(cosg - 1). (28)
A-gT oP 2
Jezeli przyjmiemy,ze: @ = , otrzymamy wow- . o
-8 Wobec tego odksztatcenie spyste po podstawieniu wzo-
czas: réw (27) i (28) lrdzie wyraaé sic wzorem:
H=Pa. (26)

3
fstza_V=46V| _Pr
oP oP J

O = |y

(cos¢ +2asing —% - 4%J(cos¢ ~1)dg.  (29)

NN

Obliczajc catie otrzymujemyzj.(cos¢ +2asng —’%— 4%)(COS¢ - 1)d¢ =
0

2 4a 2
cos? cosd| 1+ —+— |+ 2a sing cos 2asng+—+4—1|d
[ $- ¢( p ”) @ cosg - ¢ p }¢

o'-—.m\q

(4

1. : 1.
Korzystajc z catki I cos® gdg = 5 + 2 Sin2¢ oraz caikij sin g cosgdg = > sin? ¢ otrzymamy:

mT
1 2 4a ¢ da /4
+=sn2 sing| 1+—+— |[+asin“ @+ 2acos¢g + 2 — -
[¢ 4 ¢- ¢( V4 n) ¢ ¢ m n¢]o 4

4-m

Podstawiajc za@ =

R

, otrzymujemy:

Stad odksztatcenie sptyste dla tego przypadkwdizie wyrazaé sie wzorem:
Pré3|m 2 (n— 4)2
= : (30)

Poréwnujc odksztatcenia dla rozwanego przypadku pierwszego (pojedynédebto) i drugiego (warstwadzbet)
mamy odpowiednio:

Pré(m 2 Pré(m_2 - m-4)°
" ey (Z‘TJ orez T 'E—J(““ﬁ)gdz'eﬂz iR
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