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MATHEMATICAL MODEL AND METHOD OF BALANCING FEED RATIONS FOR 
CATTLE IN DECISION SUPPORT SYSTEMS 

Summary 

This paper proposes mathematical model and algorithm of computation of a well balanced ration for cattle feeding. The 
work presents formulation of mathematical model and description of programming algorithm allowing computing an opti-
mal ration with the consideration of the productivity and weight of a cattle animal and providing its daily needs for all basic 
nutrient components and microelements. 
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 �����
 ��
����
�� ���
�����
���	 ���
�� � �������� ����
�� ����������������� ������� �����
��	
�������� �������� �����. 
 �����
 ��
������
�� ����
�������� ���
�����
���� ���
�� � ����������
��������� ��������� �������������	 ��������, ������	���� ���������� �������� ����
������ ���������
��������� � �����
����� �
�
����� � ����� �
�
���� ��	 ��������� ������ ������ � ��
��� �������
���
�������������� � �
�� ���������. 
�������� 	�
��: ����
�� ����
���� ����	��	 �
!
���, ����������	, ������� ������� ����, ������

METODYKA I MATEMATYCZNY MODEL BILANSU POKARMOWEGO BYDŁA 
MLECZNEGO W SYSTEMACH WSPOMAGANIA DECYZJI 

Streszczenie 

W publikacji zaproponowano matematyczny model i algorytm okre"lenia zbilansowanej dawki pokarmowej dla krów mlecz-
nych. W pracy przedstawiono korekt# matematycznego modelu i opracowano algorytm programu bilansowania dawek po-
karmowych. Opracowany model i algorytm pozwalaj$ wyznaczy% dobowe zapotrzebowanie organizmu zwierz#cia na skład-
niki pokarmowe i mikroelementy z uwzgl#dnieniem zestawu pasz, planowanego udoju mleka i masy zwierz#cia. 
Słowa kluczowe: system wspomagania decyzji, optymalizacja, stado krów mlecznych, dawka pokarmowa 

1. ��������

������������ 
 ���
������� ������ ���
���
	������
� �������� 	���� �������� ������ �����
�� 
�
����	�� ���
�	�
�����
. �� ���� ���������
�
�!�����
��������� �� �
����������
 
 ���
����
 ���
���
–  �� ���	�
���	�� ��
���, � 	������ ��������� ��
��

���

���� 
��� ����
��
���-�������
	�. " ������#�� ����� �
����
�
�� 	����$������ ��������
� 
 �
���� ��

���	

��
���
� ��%��
� (&��') [1, 2] � �����	�� ���������

��������� ����%�� ���
��$��� 	����$������
��������� 
 ����
� ������� ���
���� 	������
� [3, 4]. 
&��' �������$�:  
− �(���
������ ��������� ���������
���� ���
�����
��%��
� ��
��
 ������� ���
���;  

− �����
�� ���������� �������
� ���������
�;  
− ��!���� ���%�$ ���������
��, 	������ 
 ��
�����
�
������ � 	������� ��	����
��

 
�� ������������; 
− ����
������ ��	���
�� �����, ������
������
����
��
����-�������
	�� �� ��%��
� ��
��
 �������
�!�����
��������� ���
���. 

2. �����-��� .��/0�12

& ����

�� ���%���� ������
� !��� ���
������

����������� ����
� �
������� ��������
�����
� 
��
������� ���
���� 	������
�. ���
�������� � �� �����
�������
���	�� (�����
���	� “��
��
 � �
#����
���
���” ����� 	����
���	
� ��
����� ��
��

�
������� ��������
�����
�. &��� �� �����
� �
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�
�
�
���

 ���
����
 ���
��� ��
 ������
��������
�!�������

 �����!����
 �
������� �� ���� ��������
�
��������� 	���������� (����� ��#�����, �!������
 ����
�, �����
�, �
�, 	������	� 
 �.
.). ��
�����	��
��	��� ��
��
� �������� ����	��� �
�������, ��	 	�	
���
����������, ��� ��
�����
� � ���
��� 	��
���
�
���������� 	��������� 
����� !��� �� ����%�
�����. ����� ����, ��	�����
� �� ����� ��
����
���� �
��������� 	���������� ����� 
����
����
���$ ������� ����
����
. )�	, ����
���, 
��	�����
� �� ����� �� �!������  ����

 
�����
!��� �
�
������, � �� ����� 	�	 �� ������ 
�

	������� ��	�����
� �� ����� � ��	������ ���
����

�����
��. )�	�� ���!��

��, ���!� � ����������
������� ��������� !� ���
�� � ���
�������
����	�����, �.�. ���������� ������%��
� 	��
������
���!��, ������ 
 	�������
�������� 	����� �
���
��� 
����� ��������������� �������
���	
�
���!����
��. 

������
�����
� ���
���� 	������
� �	��� �
��
�����
�� &��' ��������� ��%��� 
����$ ��
���
�� !���� ����	�� 	����������� ������. ���
��������
��
���
$ ������ �����#��� ����	������ 

�����
��
���	
� ����	��� � �
������ ��
���
�
��%��
� ��
 (���
�����

 ���
���� 	������
� �	���, 
�!�����
�������� �
���������� �� ���
����
 

������ �
����������
. 

3. (�0� � .�������3� 4���5�

*���$ 
����� ��!��� �������� 	����	�
���	�
�������
���	�� ��
��
 
 �����!��	� �����
���
��������� !�����
�����
� ���
����, �������$#
�
�����
���� �������$ �����!����� �����
��� �
�������
� �
��������� ��#������ 
 �
	�� �������� 
��
��
������ ��!��� 	����� � ������ ����
������
���
�	�
�����
 
 ���� �
�������. 

+���
���
 
�����
 
�� ������� ���
��� ��������
	�����, � ����������

 � ����

	��
, ��
�����
 �
'����!�
	� ��������, ����$��� ����� �
������� 

�
��: �������� �
�� – 
�� ��	�
��$#
� 	���� �
!�
�������
������ �
�� �� ��	���
$ – 
�� �����������
	���� [5]. &�
������, ��� �� ������
�  �
� 
���
���
�
�, � ��������, ���
�
� ����� ���������
�����!���
� 	������ �������� �
���������
	����������. 
,!�����
� 	�	 ��	��� ( ) { }1 1,...,

,..., M j j M
D D D D

=
= =

�
 - 

���!����$ ����� ��������� �����!���
� 	������ j-��
�
���������� 	���������, �
� M – 	��
������
��
�������� ��
 ���
�
���

 ���
��� �
���������
	����������. 

����� ����
��
����-�������
	�� ��!���� N 
�

��$#
��� � ��������� 	�����. +� ��!������ N
	����� ���!��

�� ������
�� ��	�� ���
�� 	������
�, 
	������ 
�����: 
− 
���� ��
����%�$ ���
�����;  
− �
��������
�� �����!����
 �
������� � M
�
��������� 	���������� � ����������

 �
���!�����
 ������
. 

-�� �������
���	�� (�����
���

 ��
������
���!����
� 
�� 	��
��� 
� �	�$������ � ���
��
	����� ���
�� ���
�$#
� �!�������
�: 

aij ��
�����
� j-�� �
���������� 	��������� � 1 	� i-��
	���� ( 1,...,i N= ); 
ci – ���
����� 1 	�. i-�� 	����; 
xi - 
�	���� �������� �����!���
� i-�� 	����. 
"�	��� ( ) { }1 1,...,

,..., M j j M
R R R R

=
= =

� � �
 - ���� ��	���

��
�����
� � �����
�������� ���
��� 	��
��� 
� &
�
��������� 	����������, ��
��� j-�  ������ Rj
��	���� ����
������� ���
�$#
� �������
��: 

1

N

j ij i
i

R a x
=

= ⋅� . (1) 

)��
� �����
������� ��	�����
� ��
�����
� �
���
��� j-�� �
���������� 	��������� �� ��������
����� ��� �����!���
� ���� ��������, 
������� ��
������
� �������� �����, 
 � ��	������ (���� �����
!��� �������� ���
�$#
� �!�����: 

1,...,

j j

j j M

D R
D

=

� �−� �δ = � �
� �� 	

�
. (2) 

)�	
� �!�����, ��	��� δ
�

���� ��	��� ��	�����
�
�
����������
 ���
��� �� ����� �� ��
������
�
��������� 	����������. .�� ������ �
�����������
���
��� !�
�� ��������������� ���!����� ������, ���
����%� 
����� !��� ������
� ����� ��	���� δ

�
. 

�� ���� � 	������� ������ ������� (��	�


���
�������� 
����������� ����� ��	���� δ

�
, 

����
������$ 	�	 ����%����� ����� ��
���� ���
 ��������: 

( ) 1T
1

1

1

N

ij i jM
i

j
j j

a x D
Z x B B

M D
=

=


 �⋅ −� 

� �= ⋅δ = ⋅ ⋅
�

�
��� , (3) 

�
� { }
1,...,

1
, 0, 1

M

j j jj M
j

B B B B
=

=

= ≥ =�
�

 - ��	���

����
�������� 	� ((
�
�����, ������
�  ��������
	������� �������
������� ������
 �������

(����������) ��	�����
� ���
��� �� ����� �� ����

�
 
���� �
���������� 	���������. /�����
�
	� ((
�
����� Bj ����
���$��� ����
��  	��������
�����	. ����
�����
� ������
� (��	�

 Z1 �����

����
� �� & ��
��

� 	 ����, ��� ( )1 0 1Z = . 

" 	������� ������ ������� (��	�

, ����

��, 
���
��� ��!���� ���
����� ���
���: 

( )2
1

N

i i
i

Z x c x
=

= ⋅�� . (4) 

)�	
� �!�����, �������
���	�� (�����
���	�
��
��
 ���
�
���

 ���
��� 
���� ���
�$#
� �

: 

( ) ( ){ }

min max

ÑÂ ÑÂ
1

Î Ý Î Ý
1

1 2

, 1,..., ;

, 1,..., ;

,

,

min , ,

i i i

i i

N

i i
i
N

i i
i

X x X i N

p P i N

a x D

a x D

Z x Z x

=

=

≤ ≤ =�
�

= =�
��
� ⋅ ≥
�
�
� ⋅ ≥
��

�

�
� �

 (5) 
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�
�  Xmin i, Xmax i – ��������� �����
���
� ��
�
�
������� 
 ��	�
������� ������
� ����� i-��
	���� � �������� ���
���, ��
������� ��

���!��

����
 �������������; 

ÑÂ

ÑÂ
1

i i
i N

i i
i

a x
p

a x
=

⋅
=

⋅�
�
!� Î Ý

Î Ý
1

i i
i N

i i
i

a x
p

a x
=

⋅
=

⋅�
 - ������� ��

������ ��#����� �
!� �!������  ����

 ����� ���
���, 
�!�����
������ i-� 	����� (����	���� ���
���);  
P i – ��
������� ��
 ���!��

����
 �������������
��������� �����
���
� �� 
�����
��� ������
� pi, 
����
���$#
� �������$ ���������$ ����	����
���
��� �� ������ ��#����� �
!� �� �!������
 ����

, (
������ �	�!	
 “ ” ������$�, ��� 
�����
�����
���
� �� �!��������� ��
��������� � �
�����;  

�
�	�� «&"», «,0» – �!������$�, ��������������, 
«����� ��#�����» 
 «�!������  ����
�». 

" �	������� ��������	� ��
��� ������� ���
���
���
�������� ��!�� ��
��� �����	�
���
������ (�

����� ������, 
���	�
���
������) ���
�
���

. 

4. &�4607���2 ��/��2

-�� ��%��
� �����	�
���
������
���
�
���
����� ��
��
 (5) ���
�������� 
�����������
����
 ����%����� ����� [6], ��
 	������ � 	�������
�

��������� �
�
�
�
������ ������� (��	�


��!
������ ����%����� ����� �!�
� ��������������
������� (��	�
�: 

( ) ( ) ( )1 1 2 2Z x w Z x w Z x= ⋅ + ⋅� � �
, 

�
� w1, w2 – ��	������ ������� 	� ((
�
����, ��
���

1 0w > , 2 0w > , 1 2 1w w+ = . 
��
 ��	�� ��
��
� �����
���
� ���
�������� ��� (�	�, 
��� ������� (��	�

 ( )1Z x� , ( )2Z x� 
��$� ������

����������
: ������
� ( )1Z x� 
�����$��� �
!����������� �����
������� �

�
���, � ������
�

( )2Z x�  - � 
������� �

�
���. �� ���� ��%��
�
��
��
 (5) ���
�������� �����

�� � 
��  ����. 

�� ������  ���� ���!��

�� ����
 ��%��
�
�
��	�
���
������ ��
��
, �
� � 	������� �������
(��	�

 
����������� ����	� (��	�
� ( )1Z x� : 

( )

min max

ÑÂ ÑÂ
1

Î Ý Î Ý
1

1

, 1,..., ;

, 1,..., ;

,

,

min.

i i i

i i

N

i i
i
N

i i
i

X x X i N

p P i N

a x D

a x D

Z x

=

=

≤ ≤ =�
�

= =�
��
� ⋅ ≥
�
�
� ⋅ ≥
��

→

�

�
�

 (6) 

'���������� ��%��
� ��
��
 (6) !�
�� ���
�� 1x� , 
���
�
�
�������� �� �
����������
, 
�� 	�������
����� ��	�����
� �� ���!����� ���� �
����������

�� �������� ��
�������� �
��������� 	����������
!�
�� �
�
������. ).�., ���
�� 1x� !�
�� ��	�
������
��
!�
��� �� ��
�����
$ �������� �
���������

	���������� 	 ���!����� ������. /�
��� (6) 
���
�������� ��!�� ��
��� �
�������
��������
�����
� 
 ����� !��� ��%��� �
����	�-
����
�� � 
�	���������� !��
��� [7]. ��
��!���
��
���
� �����
��� ��%��
� ��
��
 (6) �

����������
�� �
����	�-����
� � 
�	����������
!��
��� ��
��
��� �������
 ������#�� �����
 � ��!���
[8, 9]. 

����� ��%��
� ��
��
 (6) ���!��

�� �� (������
(4) ���
��
�� ���
����� ���
��� 1x� :  

1 1
1

N

i i
i

C c x
=

= ⋅� . 

�� ������  ���� 
�� ��������
� ������������
�
������������ ������� (��	�
� ( )1Z x� , ( )2Z x� 
� (5) 

���!��

��, ������ ( )2Z x� , 
����������� ������$
(��	�
$, ����
������$ ���
�$#
� �!�����: 

( ) ( )2 1*
2

1

Z x C
Z x

C
−

=
�

� . (7) 

"��������� �	������� �����!�� ������� (��	�
�
( )*

2Z x� �� ������ ���
�������� ��!�� ��	�����
�

���
����
 ( )2Z x� ��	������� ���
��� x� �� ���
����


C1 ���
�������� �� �
����������
 ���
��� 1x� , 

������� �� ������
� ���
����
 C1. )�	
� �!�����, 
������
� (��	�

 ( )*

2Z x� 
�����$��� � !�����������
�����
������� �

�
���, ��� �����
��� �
�����������$ ������� (��	�

 ( )1Z x� .  

)����� 
�� ��
�	� ���
���, ���
��������
�
���������� �� �
����������
 
 �� ���
����
, 
���!��

��, 
�������� ����
 ����%����� ����, 
��%
�� ���
�$#�$ �
��	�
���
�����$
���
�
���
����$ ��
���:  

( ) ( ) ( )

min max

ÑÂ ÑÂ
1

Î Ý Î Ý
1

*
1 1 2 2

, 1,..., ;

, 1,..., ;

,

,

min.

i i i

i i

N

i i
i
N

i i
i

X x X i N

p P i N

a x D

a x D

Z x w Z x w Z x

=

=

≤ ≤ =�
�

= =�
��
� ⋅ ≥
�
�
� ⋅ ≥
��

= ⋅ + ⋅ →

�

�
� � �

 (8) 

*������ (��	�
� ( )Z x� � (8) ���
�������� ��!��
����%����$ ����� 
��� 	��(�
	��$#
� �������
(��	�
�. )�	, 
�� �����%��
� ���
����
 ���
���
���!��

�� �����%��� ����� 	����� � ���, ���
��
��
�� 	 �����%��
$ ������
� ( )*

2Z x� , �
��	� ��

 ��� ���
�� ��� !���� !�
�� ��	�������� �� ���!�����
���
������� ���� �
����������
, � ����
�, !�
��
���������� ������
� ( )1Z x� . 

/�����
� ������� 	� ((
�
����� w1, w2, 	�	 

������
� Bj, ����
���$��� ����
��
  	���������
����
���
�. 
/�
��� (8), ��
�!�� ��
��� (6), ����� !��� ��%��� �

����������
�� �
����	�-����
� � 
�	����������
!��
���. 
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5. �2���2

,������� 
����
������ ���
��������
�������
���	�� ��
��
 ������� ���
��� 	������
�
	���� �������� ��, ��� ����
��
��-�������
	 ��

���������

 ���
��� 
���� �����������, ��

���!��

����
, ����
������ ��� �������$
���������$ ����	����, 
���
� 
� �������
���	
�
���!����
�, 
��$#
��� � ��������� ������� 
������
	���� 
 ����
� �����
�. 

)�	�� ���
��� �����
�� 
 ��, ��� ����� ���
��
�
������� 	� ((
�
����� Bj ��
�������� �������
�������
 �����
��
� � ������ ��
�����
�
�
��������� 	���������� � ���
���, �.�. 
!�����
�����
� ���
��� !�
�� ����������� �
��	�
������� ��������$ �� �������� �
���������
	���������� (�!������  ����
�, ����� ��#����� 
 �.
.), 
� �� ����� 	�	 �� ��������� 	���������� ��������
��	�����
� �� ����� � ��	������ 
�����
���
���
����. 

���
�������� ��
��
 
���������� � ��������	��
����
���������� �������� ����
���	�� ��
����
����
��
 ���
��

 	����$������ ��������� ��

���	

��
���
� ��%��
� ��
 ������� ���
���� 	������
�
�������� 	����. 

6. �������6��
[1] Russel S., Norwig P.: Artificial intelligence: a modern ap-

proach. Second edition, Williams, 2006. 

[2] Tanas W., Galushko E., Rolich O., Kostukevich S., Shestakov 
K., Mirilenko A.: Optimization of process development and 
support of new machinery. An international journal on opera-
tion of farm and agri-food industry machinery «��trol» - 
commission of motorization and energetics in agriculture Pol-
ish Academy of Sciences Branch in Lublin, 2012, vol. 14, nr 
5, p.75-78. 

[3] Lukyanov B.V., Lukyanov P.B.: Novaya informatsionnaya 
tekhnologiya optimizatsii ratsionov dlya sel'skokhozyaystven-
nykh zhivotnykh (Komp'yuternyye programmy «KORALL»): 
Uchebno-metodicheskoye posobiye – M.: Izdvo RGAU 
MSKHA imeni K.A. Timiryazeva, 2009. 175 p. 

[4] Lukyanov B.V., Lukyanov P.B.: Povysheniyu effektivnosti 
kormleniya pomozhet komp'yuternaya programma. AgroMar-
ket, 2005, nr 3, p. 17-19. 

[5] Popkov N.A. i dr.: Normy kormleniya krupnogo rogatogo 
skota: spravochnik. Zhodino: RUP «Nauchno prakticheskiy 
tsentr Natsional'noy akademii nauk Belarusi po zhivotnovod-
stvu», 2011. 260 p. 

[6] Steuer R.E.: Multiple Criteria Optimization: Theory, Compu-
tations, and Application. New York: John Wiley & Sons, Inc., 
1986. 

[7] Bunday B.D.: Basic Linear Programming. London WC1B 
3DQ, Edward Arnold (Publishers) Ltd, 41 Bedford Square, 
1984. 

[8] Galushko E. V. , Bondar N.F., Semenov A.V. i dr.: Pro-
gramma interaktivnogo balansirovaniya ratsionov molochnogo 
stada. Elektronika info, 2013, nr 7, p. 36-39. 

[9] Senkov A.G.: Resheniye zadachi rascheta sbalansirovannogo 
ratsiona kormleniya KRS metodom lineynogo programmiro-
vaniya. Vestnik VNIIMZH, 2013, nr 11, p.144-147. 


